PROJEKT: UKEAD PLANETARNY

Mamy do czynienia z ukladem réwnan rézniczkowych I rzedu, liniowych, niejed-
norodnych. Mozna je rozwiazywac¢ metodami poznanymi w poprzednim rozdziale.
Jednak tutaj zastosujemy inny algorytm, specyficzny dla réwnan ruchu i czesto sto-
sowany w zagadnieniach dynamiki molekularnej. Jest to algorytm Verleta, ktéry
zbudowany jest bezposrednio dla réwnania II rzedu, a jego podstawowa wersja
opisana jest w tym rozdziale.

4.3 REDUKCJA RUCHU POJEDYNCZE]J PLANETY W POLU
CENTRALNYM DO JEDNEGO WYMIARU

Cwiczenia zwiazane z tym projektem rozpoczynaja sie od analizy ruchu poje-
dynczej planety w polu centralnym gwiazdy (rys. 4.2). Ruch taki mozna zreduko-
waé do jednego wymiaru, co pomaga zrozumie¢ jego wlasciwosci. Odpowiednia
transformacja pokazana jest ponizej. Rozpoczniemy od klasycznego hamiltonianu
uktadu (energia catkowita):

(4-3.1)

Rysunek 4.2. Schemat ruchu planety po orbicie eliptycznej wzgledem gwiazdy ulokowa-
nej w jednym z jej ognisk, zgodny z I prawem Kepplera
Jesli p wyrazimy we wspétrzednych polarnych (patrz rys. 4.3), p = ppép + prér,
gdzie &y, é, sa wektorami jednostkowymi lokalnego (zwiazanego z planeta) prosto-

Rysunek 4.3. Konstrukcja lokalnego prostokatnego uktadu wspétrzednych do reprezen-
towania wektoréw w ukladzie biegunowym
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katnego uktadu wspétrzednych, wéwczas hamiltonian przyjmie postac:
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gdzie czynnik r? zostat wprowadzony w liczniku i mianowniku drugiego cztonu.
Poniewaz wielko$¢ pyr jest momentem pedu planety L, ktéry jest zachowany w polu
centralnym, mozemy przepisa¢ hamiltonian w postaci:

2
Py
H= 2"+ Verr(r), (4-3:3)

gdzie V, % f(r) = 2111“;2 — G@ jest zalezna od r, efektywna energia potencjalna czastki
w nieinercjalnym uktadzie odniesienia zwiazanym z wektorem potozenia planety
(rys. 4.4). Energia potencjalna jest suma energii grawitacyjnej fG@ oraz energii
potencjalnej odsrodkowej % (obecnej w ukladzie nieinercjalnym). Gdy znany jest
hamiltonian, mozna napisa¢ kanoniczne réwnania Hamiltona w jednym wymia-
rze. Tym razem jednak skupimy sie na efektywnym potencjale (energii potencjalnej
masy jednostkowej). Dla danej warto$ci momentu pedu (zachowanego podczas ru-
chu) nie zmienia sie on, jednak energia catkowita ruchu moze przyjmowac rézne
wartosci. Na rysunku |4.5| pokazano, jak charakter trajektorii zalezy od energii cal-
kowitej wzgledem potencjatu efektywnego. Latwo mozna zidentyfikowa¢ trajekto-
rie kolowe, eliptyczne, paraboliczne i hiperboliczne, co bedzie przedmiotem jed-
nego z ¢wiczern. Warto wspomnieé, ze bardzo podobna operacje (redukcja uktadu
3D do 1D) wykonuje sie przy rozwiazywaniu kwantowo-mechanicznego zagad-
nienia atomu wodoru. Takze w tym przypadku tréjwymiarowy hamiltonian redu-
kowany jest do jednowymiarowego poprzez wprowadzenie potencjatu odérodko-
wego. Moment pedu jest skwantowany, co reprezentuje orbitalna liczba kwantowa
l. Liczba ta pojawia sie w czlonie reprezentujacym potencjat efektywny, a wiec takze
indeksuje rozwiazania (stany kwantowe) atomu wodoru.

Rysunek 4.4. Poczatek ukltadu wspoétrzednych moze by¢ umieszczony w dowolnym
punkcie przestrzeni O (niezwiazanym z polozeniem gwiazdy)
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Rysunek 4.5. Potencjat efektywny, po formalnej redukcji ukladu dwuwymiarowego
do jednowymiarowego. Jest on suma dwdéch cztonéw: potencjalu odérodkowego ~ 1/72

oraz grawitacyjnego ~ —1/r. Rysunek identyfikuje trajektorie planet w zaleznosci od od-
powiadajacej im energii catkowitej

4.4 METODY NUMERYCZNE: ALGORYTM VERLETA

Algorytm Verleta to schemat do numerycznego rozwiazywania réwnan ruchu
Newtona dla ukladu czastek (dynamika molekularna) i jest najczesciej uzywany
do symulacji MD. Tutaj poznamy jego najprostsza forme, a idea algorytmu zosta-
nie zaprezentowana na przykladzie ruchu jednowymiarowego, jednak, jak to miato
miejsce w przypadku wczesniej omawianych algorytméw, jego implementacja moze
by¢ tatwo rozszerzona na wielowymiarowy uktad wielu czastek.

Réwnanie ruchu Newtona dla masy punktowej m w jednym wymiarze ma postac
d*x
— =F/m,
dt? /

(4.4.1)
gdzie F to sita dzialajaca na czastke o masie m, a x to wspétrzedna czastki na osi X

Aby wyznaczy¢ trajektorie w przestrzeni fazowej, potrzebna jest takze znajomosc¢
predkosci v = dx/dt. Wykorzystujemy 3-punktowe formuly na pochodne funkcji

(2.3.3, 2.3.4) do wyrazenia przys$pieszenia i predkosci, ktére po przeksztalceniu pro-
wadza do formut rekurencyjnych (algorytm Verleta):

Xp1 = 2Xn — X1 + T2F/m+ O(t4), (4.4.2)
on = (Xna1 — Xy1)/ (27) + O(72), 4
gdzie T jest krokiem czasowym.

Trzeba zauwazy¢, Ze jako warunki poczatkowe zwykle znamy potozenie i pred-
kos¢ (lub ped) (x,,v0), a wiec pojawia sie pewna trudnos¢ w zapoczatkowaniu
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3-punktowego schematu rekurencyjnego, ktéry wymaga znajomosci 2 punktéw po-
czatkowych. Trudno$¢ ta moze by¢ przezwyciezona na przyktad przez zalozenie,
ze w pierwszym kroku ruch jest jednostajnie przys$pieszony

X1 = Xo + 0,7 + (F/m)T*/2+O(7°), (4-4-3)

co jest jednak mniej doktadne o rzad wielkosci T i powinno by¢ stosowane ostroz-
nie. Alternatywa jest wykorzystanie w pierwszym kroku dokladniejszego schematu
1-krokowego (np. Rungego-Kutty).

4.5 CWICZENIA

Obowigzkowe

1. (Testowanie programu) Przetestuj program PLANETS na przykfadzie ruchu
pojedynczej planety po orbicie kotowej. W tym celu zmodyfikuj kod tak, aby
jedna z planet byla unieruchomiona w duzej odlegtosci i miala mata mase.
Sprawdz, czy zachowana jest energia i moment pedu oraz znajdz najwiekszy
mozliwy krok czasowy, przy ktérym te wielkosci sa zachowane. Poréwnaj
wyniki z rozwigzaniem analitycznym.

2. (Ruch pojedynczej planety) Dla zadanego momentu pedu narysuj potencjat
efektywny i zidentyfikuj trajektorie: kotowa, eliptyczna, paraboliczng i hiper-
boliczna. Wykonaj symulacje ruchu dla tych orbit. Wskazéwka — aby ustawic¢
wlasciwe warunki poczatkowe dla réznych energii, nalezy uzy¢ formuty (4.3.2)
z radialnym pedem réwnym zeru p, = 0:

12 GmM.

“ w2 O (45.1)

Woéweczas przy zadanym momencie pedu L energia staje sie funkcja r. Jednak
nalezy pamieta¢, ze aby zachowa¢ warto$¢ momentu pedu, gdy zmienia sie 7,
trzeba zmienia¢ takze poprzeczna sktadowa pedu wedtug formuty: py = L/7.
W praktyce mozna ustawi¢ r jako sktadowa x (przy y = 0) oraz py = py (przy
px == 0).

3. Dla mocno wydtuzonej orbity eliptycznej narysuj zalezno$¢ energii catkowite;j
od czasu. Wyjasnij zaobserwowane zachowanie.

4. Wiacz ruch drugiej planety. Wybierz jeden z sugerowanych scenariuszy i wy-
konaj dla niego symulagcje:

a) uklad planetarny — ruch planet o réznych masach po niezaleznych orbi-
tach, w polu sit centralnych gwiazdy;
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